
კვანტური მექანიკის რიცხვითი ანალიზის შესავალი

რამაზ ბოჭორიშვილი
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი, ივანე ჯავახიშვილის სახელობის

თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტი
სეზონური სკოლა, სიღნაღი, 1-9 თებერვალი 2016



გეგმა
1. რა შემთხვევაში გამოიყენება რიცხვითი
მეთოდები?

2. შრედინგერის განტოლება
3. პუასონის განტოლება

1. რა შემთხვევაში გამოიყენება რიცხვითი
მეთოდები?

2. შრედინგერის განტოლება
3. პუასონის განტოლება



რა შემთხვევაში გამოიყენება
რიცხვითი მეთოდები?
o განტოლების ანალიზური ამოხსნა შეუძლებელია
o P: განიხილეთ ერთ განზომილებიანი სტაციონალური
შრედინგერის განტოლება და აღწერეთ

a. პირობები, როცა ამოხსნა ანალიზურად შესაძლებელია
b. პირობები, როცა ამოხსნა ანალიზურად შეუძლებელია
c. შეადარეთ ა და ბ ფიზიკური ინტერპრეტაციის /პრაქტიკული
გამოყენების თვალსაზრისით

d. რამდენად „ზუსტად „ შეიძლება ჩაითვალოს ამონახსნი, თუ
ფორმულა შეიცავს ტრიგონომეტრიულ ფუნქციას, ექსპონენტას,
ტრანსცედენტული განტოლების ამონახსნს ან ინტეგრალს რაიმე
სხვა ფუნქციიდან ან წარმოდგენილია უსასრულო მწკრივის
სახით?

o განტოლების ანალიზური ამოხსნა შეუძლებელია
o P: განიხილეთ ერთ განზომილებიანი სტაციონალური
შრედინგერის განტოლება და აღწერეთ

a. პირობები, როცა ამოხსნა ანალიზურად შესაძლებელია
b. პირობები, როცა ამოხსნა ანალიზურად შეუძლებელია
c. შეადარეთ ა და ბ ფიზიკური ინტერპრეტაციის /პრაქტიკული
გამოყენების თვალსაზრისით

d. რამდენად „ზუსტად „ შეიძლება ჩაითვალოს ამონახსნი, თუ
ფორმულა შეიცავს ტრიგონომეტრიულ ფუნქციას, ექსპონენტას,
ტრანსცედენტული განტოლების ამონახსნს ან ინტეგრალს რაიმე
სხვა ფუნქციიდან ან წარმოდგენილია უსასრულო მწკრივის
სახით?



რა რესურსია საჭირო წინა სლაიდზე
მოცემული დავალების შესასრულებლად?

• გუნდი/ჯგუფი?



რა რესურსია საჭირო წინა სლაიდზე
მოცემული დავალების შესასრულებლად?

• გუნდი/ჯგუფი?
• დრო?
• პრეზენტაციის მომზადება?
• საზოგადოების წინაშე მოყოლა?

• გუნდი/ჯგუფი?
• დრო?
• პრეზენტაციის მომზადება?
• საზოგადოების წინაშე მოყოლა?



თუ გუნდი აპირებს მუშაობას
• ჯგუფის ხელმძღვანელი
• წევრები - მაქსიმუმ 5
• ხელმძღვანელი 17:00-მდე აგზავნის
წევრების სიას და ელ.ფოსტას მისამართზე
ramaz.botchorishvili@tsu.ge

• მიიღებთ წვდომას dropbox ან drive

• ჯგუფის ხელმძღვანელი
• წევრები - მაქსიმუმ 5
• ხელმძღვანელი 17:00-მდე აგზავნის
წევრების სიას და ელ.ფოსტას მისამართზე
ramaz.botchorishvili@tsu.ge

• მიიღებთ წვდომას dropbox ან drive



კიდევ რა შემთხვევაშია საჭირო რიცხვითი
მეთოდები?

• იხ. სლაიდები რიცხვითი ანალიზი და
გამოთვლითი მეცნიერე



რიცხვითი ანალიზის გაჭირვება/პრობლემები
კვანტური მექანიკის ამოცანებში

• აღმოჩნდა, რომ ლიტერატურა საკმაოდ დიდია
• ისწავლება ზოგიერთ უნივერსიტეტში საკმაოდ
დეტალურად, ძირითადად მაგისტრატურაში

• 2015 წელს ზოგიერთი პროგრამული პაკეტის შექმნის
მცდელობა MATLAB-ის ბაზაზე 10 წელს ითვლის

• არაფიზიკური ენერგია განტოლებაში იწვევს მეთოდის
განშლადობას

• პათოლოგიური ასიმპტოტური ყოფაქცევა, მგრძნობიარეა
მდგრადობის მიმართ

• მაღალი ნომრის საკუთრივი რიცხვებისთვის
ოსცილატიურობა, დიდი გამოთვლითი რესურსის
საჭიროება

• აღმოჩნდა, რომ ლიტერატურა საკმაოდ დიდია
• ისწავლება ზოგიერთ უნივერსიტეტში საკმაოდ
დეტალურად, ძირითადად მაგისტრატურაში

• 2015 წელს ზოგიერთი პროგრამული პაკეტის შექმნის
მცდელობა MATLAB-ის ბაზაზე 10 წელს ითვლის

• არაფიზიკური ენერგია განტოლებაში იწვევს მეთოდის
განშლადობას

• პათოლოგიური ასიმპტოტური ყოფაქცევა, მგრძნობიარეა
მდგრადობის მიმართ

• მაღალი ნომრის საკუთრივი რიცხვებისთვის
ოსცილატიურობა, დიდი გამოთვლითი რესურსის
საჭიროება



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის
რეგულარული ამოცანის
თვისებები



ექვსკუთხა ბადე



ორბადიანი ტესტი



დასკვნა



მადლობას მოგახსენებთ
ყურადღებისთვის

მადლობას მოგახსენებთ
ყურადღებისთვის



კვანტური მექანიკის რიცხვითი ანალიზის შესავალი 2

რამაზ ბოჭორიშვილი
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი, ივანე ჯავახიშვილის სახელობის

თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტი
სეზონური სკოლა, სიღნაღი, 1-9 თებერვალი 2016



გეგმა
1. ახალი მიდგომა: რიცხვითი და ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?

2. მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები
3. ლაპლასიანი მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემაში
4. ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური მრუდწირული
კოორდინატთა სისტემისთვის

5. ცვლადთა განცალება მრუდწირულ კოორდინატთა
სისტემაში

6. მეთოდის ფორმულირება
7. დავალება

1. ახალი მიდგომა: რიცხვითი და ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?

2. მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები
3. ლაპლასიანი მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემაში
4. ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური მრუდწირული
კოორდინატთა სისტემისთვის

5. ცვლადთა განცალება მრუდწირულ კოორდინატთა
სისტემაში

6. მეთოდის ფორმულირება
7. დავალება



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში

o ანალიზური მეთოდების
o უპირატესობა: ფორმულა იძლევა ყველა ამონახსნს და
ყველა საკუთრივ რიცხვს

o ნაკლი: გამოყენება შეზღუდულია
o რიცხვითი მეთოდების
o უპირატესობა: თუ ამოცანის ამონახსნი არსებობს,
შეიძლება წინასწარ დასახელებული სიზუსტით პოვნა

o ნაკლი: დიდი რესურსი, სპეციალიზებული მეთოდების
საჭიროება არარეგულარულ შემთხვევებში



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ანალიზური მეთოდები:
o ორთოგონალური კოორდინატები, ცვლადთა განცალება,
ერთ განზომილებიანი შტურმ ლიუვილის ამოცანის
ანალიზური ამონახსნი

o რიცხვითი მეთოდები:
o დისკრეტული გამოთვლითი არე, ბადის აგება ნებისმიერ
განზომილებაში, ნებისმიერად მაღალი რიგის სიზუსტის
რიცხვითი ალგორითმი, კონკრეტული საკუთრივი
ფუნქციის და საკუთრივი რიცხვის პოვნა კომპიუტერის
გამოყენებით

o ანალიზური მეთოდები:
o ორთოგონალური კოორდინატები, ცვლადთა განცალება,
ერთ განზომილებიანი შტურმ ლიუვილის ამოცანის
ანალიზური ამონახსნი

o რიცხვითი მეთოდები:
o დისკრეტული გამოთვლითი არე, ბადის აგება ნებისმიერ
განზომილებაში, ნებისმიერად მაღალი რიგის სიზუსტის
რიცხვითი ალგორითმი, კონკრეტული საკუთრივი
ფუნქციის და საკუთრივი რიცხვის პოვნა კომპიუტერის
გამოყენებით



ახალი მიდგომა: რიცხვითი და
ანალიზური მეთოდების
დაწყვილება?
o ალგორითმი:
1. ავაგოთ მოცემული ფორმისთვის
ორთოგონალურ კოორდინატთა სისტემა
რიცხვითი მეთოდის გამოყენებით

2. მოცემულ კოორდინატთა სისტემაში
ანალიზური ამონახსნი, მაგალითად
ცვლადთა განცალების გამოყენებით

o ალგორითმი:
1. ავაგოთ მოცემული ფორმისთვის
ორთოგონალურ კოორდინატთა სისტემა
რიცხვითი მეთოდის გამოყენებით

2. მოცემულ კოორდინატთა სისტემაში
ანალიზური ამონახსნი, მაგალითად
ცვლადთა განცალების გამოყენებით



მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები



მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები



მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები

ორთოგონალურობა:
ასახვის გრადიენტების
სკალარული ნამრავლის
ნულთან ტოლობა

ორთოგონალურობა:
ასახვის გრადიენტების
სკალარული ნამრავლის
ნულთან ტოლობა



მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები

ორთოგონალურობა:
ასახვის გრადიენტების
სკალარული ნამრავლის
ნულთან ტოლობა

აღნიშვნები:
დეკარტულისთვის
x,y,z, ან შესაბამისი
ინდექსებით, ხოლო
მრუდწირულისთვის,
სხვადასხვა აღნიშვნები

ორთოგონალურობა:
ასახვის გრადიენტების
სკალარული ნამრავლის
ნულთან ტოლობა



ორთოგონალურობა



ორთოგონალურობა



ლაპლასიანი მრუდწირულ
კოორდინატთა სისტემაში



ლაპლასიანი მრუდწირულ
კოორდინატთა სისტემაში



ლაპლასიანი მრუდწირულ
კოორდინატთა სისტემაში



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის

პრინციპი:
1. სითბოს გავრცელება
2. სტაციონალური სითბოგამტარებლობის
განტოლება

3. მრუდწირული კოორდინატები -
ამონახსნის დონის წირები

პრინციპი:
1. სითბოს გავრცელება
2. სტაციონალური სითბოგამტარებლობის
განტოლება

3. მრუდწირული კოორდინატები -
ამონახსნის დონის წირები



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის

რისკი: დახვეული საკოორდინატო წირები



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ელიფსური მეთოდები ორთოგონალური
მრუდწირული კოორდინატთა სისტემისთვის



ცვლადთა განცალება მრუდწირულ
კოორდინატთა სისტემაში



ცვლადთა განცალება მრუდწირულ
კოორდინატთა სისტემაში

რა მოვუხერხოთ?



მეთოდის ფორმულირება
იხ. დაფა



შტურმ ლიუვილის ამოცანა



შტურმ ლიუვილის
რეგულარული ამოცანის
თვისებები



ექვსკუთხა ბადე



დავალება



მადლობას მოგახსენებთ
ყურადღებისთვის

მადლობას მოგახსენებთ
ყურადღებისთვის
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რამაზ ბოჭორიშვილი
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი, ივანე ჯავახიშვილის სახელობის

თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტი
სეზონური სკოლა, სიღნაღი, 1-9 თებერვალი 2016



გეგმა
1. პუასონის განტოლება
2. როგორ გამოვთვალოთ ფუნქციის
წარმოებული

3. ლაქსის ექვივალენტობის თეორემა
4. სასრულ სხვაობიანი სქემები
5. სასრულ ელემენტთა მეთოდი
6. სასრულ მოცულობათა მეთოდი
7. დავალება

1. პუასონის განტოლება
2. როგორ გამოვთვალოთ ფუნქციის
წარმოებული

3. ლაქსის ექვივალენტობის თეორემა
4. სასრულ სხვაობიანი სქემები
5. სასრულ ელემენტთა მეთოდი
6. სასრულ მოცულობათა მეთოდი
7. დავალება



პუასონის განტოლება



პუასონის განტოლება

x \in R^n, საზოგადოდ არე
გლუვი საზღვრის მქონე და
მრუდწირულია



ფუნქციის წარმოებულის გამოთვლა

o ფუნქციათა კლასი, რომლის წარმოებულის
წარმოდგენა ანალიზურად შეზღუდულია

o თუ პასუხად მხოლოდ რიცხვი
გვაინტერესებს მაშინ ხომ არ ჯობს ეს
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